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文章 编号 :1005-3085(2011)02-0251-09 
一 类 非 线性 多 时 滞 脉 冲 抛物 型 方程 解 的 振动 性 质 * 


i Aj 李 树 勇 ? 
(1- 西 华师 范 大 学 美术 学 院 ， 南 充 637009; 2- 四 川 师范 大 学 数学 与 软件 科学 学 院 ， 成 都 610068) 
摘 要: 本 文 研究 一 类 非 线性 多 时 淆 脉冲 抛物 型 方程 在 齐 次 Dirichlet 和 Neumann 边界 条 件 下 解 的 振动 
性 质 ， 利 用 分 析 技 巧 ， 给 出 一 个 脉冲 微分 不 等 式 无 最 终 正 解 (或 最 终 负 解 ) 的 条 件 、 然 后 ， 利 用 
平均 法 ， 将 该 方程 解 振 动 性 问题 转化 为 相应 脉冲 时 滞 微 分 不 等 式 有 无 最 终 正 解 (或 最 终 负 解 ) 问 
题 ， 进 而 在 两 类 齐 次 边界 条 件 下 获得 了 判别 该 类 方程 解 振 动 的 充分 条 件 . 
关键 词 : 非 线 性 ， 时 滞 ， 有 脉冲， 抛物 型 方程 ， 振 动 性 


分 类 号 : AMS(2000) 35B05; 35R12 中 图 分 类 号 : 0175.26 文献 标识 码 : A 
1 引言 


脉冲 微分 系统 在 航天 技术 、 信 息 科学 、 理 论 物 理 、 化 学 、 最 优 控 制 、 医 药 生 物 工程 、 人 口 
动力 学 等 理论 中 有 着 非常 广泛 的 应 用 . 在 过 去 的 十 几 年 里 ， 脉 冲 微分 系统 理论 得 到 了 迅猛 的 发 
展 E- 引 ， 特 别 是 近年 来 ， 脉 冲 偏 微分 方程 理论 得 到 了 广泛 的 关注 ， 一 些 学 者 分 别 研究 了 不 同形 
式 的 脉冲 时 滞 偏 微分 方程 解 的 振动 性 ， 建 立 起 许多 判断 脉冲 微分 方程 解 振 动 的 充分 条 件 B 2， 
但 这 些 研 究 较 少 涉 及 多 滞 量 非 线 性 脉冲 方程 解 的 振动 性 ， 受 他 们 工作 的 启发 ， 在 本 文中 ， 我 们 
将 研究 一 类 非 线性 多 时 滞 脉 冲 抛物 型 方程 解 的 振动 性 质 ， 建 立 起 新 的 判别 解 振 动 的 条 件 . 

考虑 如 下 非 线 性 多 时 滞 脉 冲 抛 物 型 方程 


oul) = a(t)h(u(t, x))Au(t, x) + 2 a;(t)hi(u(t — Ti(t), 2)) Ault — Ti(t), £) 
—q(t, x)u(t, x) 一 oo (t, z)f;(u(t —o;(t),z). tA te, (1) 
u(t, a) — ult, £) = aku(tk, £), t=tr, keEely, (tr)ceR,.x9Q. 


在 边界 条 件 


u(t,z) —-0, (t,r)€ Ro x ON, (2) 
dd Ou(t 
Buta) =0, (t,x) € Ro x an (3) 


下 解 的 振动 性 质 ， 其 中 人 为 拉 普 拉 斯 算 子 ， QQ 是 R" 中 的 有 界 区 域 ， 其 边界 80 是 光滑 
的 ，n 是 9Q 的 单位 外 法 向 量 ，Ro 表示 由 及 + = (0,00) REAR {tr} 的 集合 


G =R} x (1, Te = {1,2,---}, Im = {1,2,--- ,m}. 
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2 ”基本 假设 和 主要 结果 


(Hi) O«t; <t < «tk < PB. fim tr = +00, k € lx: 

(Ho) a(t), a(t) € PC(R4,(0,-o0)), i € Im， 其 中 PC 表示 如 下 性 质 的 函数 类 : DX 
Dht = t (k € 1oo) 为 其 第 一 类 间断 点 ， 且 在 t = te (k € Ino) 处 是 左 连续 的 ; 

(H3) h(u), hi(u), f;(u) € C(R,R), uh;(u) 2 0, uh'(u) 2 0, f; ER, ÆFA, A 








f(-w=-fw, IO s, 


其 中 天 是 非 负 常 数 ，i e In, GEN: 
(H4) q(t, x), gj (t, x) € C(R4. x Q, (0, co))， 记 


Q(t) = min q(t, x), G;(t) = min g;(t, £), j € Hr 
rE rc 


(Hs) T(t), a(t) € C(R4, (0, +00), ot) <1, lim ((1—7() = +00, „lim (£750) = 
+00, iE Im, JE Ths 

(He) 对 充分 大 的 KE 及， 常数 ak € (-1,0]. 

定义 1 PRB u(t, x) 称 为 问题 (1), (2) 或 问题 (1), (3) 的 解 ， 如 果 下 列 条 件 被 满足 : 

G) ult, r) Ft MARR, tA th, k € Lo: 

(i) w(t,z) 是 关于 t 在 t = ty (k € Iw) 处 为 第 一 类 间断 点 的 一 个 光滑 连续 函数 ， 并 且 在 脉 
冲 时 刻 满足 

ulti, x) = u(tk, £) +apu(te, 2), KE Is; 

(iii) w(t,zx) 关 于 zz 是 二 阶 可 微 函数 ; 

(iv) u(t, c) 在 区 域 Go。 上 满足 问题 (1) 和 边界 条 件 (2) 或 问题 (1), (3). 

定义 2 Bult, r) 是 问题 (1) 满足 菜 类 边界 条 件 的 一 个 非 零 解 ， 如 果 存 在 正 数 > 0， 使 得 
“4 (t.a) € (T, +00) x OM, ulte) PES, WA, Bult, x) 在 区 域 G 中 是 非 振 动 的 ， 人 否则 就 是 
振动 的 . 

定义 3 一 个 脉冲 微分 不 等 式 


| VOO +E GOS (ot = 0) 0 tA te 


(4) 
v(ti) — v(tk) = OkU(tk), t=tk, kE Io, 
HIVO 称 为 是 最 终 正 的 ， 如 果 存 在 一 个 数 j > 0， 使 得 当 t wt, MA v(t) > 0. 
引 理 1 假设 
t 
T 1 
lim inf J PS 2, Gsls)de PU (5) 


其 中 
t 
ox(t) = min {oi(t), e ,01(t)}, C= i Ep kj = lim inf NN Q(s)ds, j et, 
则 脉冲 微分 不 等 式 (4) 无 最 终 正 解 . 
证 明 假设 v(t) 是 脉冲 微分 不 等 式 (4) 一 最 终 正 解 ， 则 根据 假设 ,lim (to; (t)) = +o0 知 ， 
FEN > 0, PAHE TW, A v(t) > 0, v(t 一 o;(t)) > 0. 
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由 于 
v'(t) + Q(t) (+ NEW (ve ol )) <0, t#&, 
j=l 
所 以 
exp (fa) )ds) i v'(t) + Q(t)v(t) + Law) )f; (v(t — olt) ))) < 0, t>T, t# tp. 
即 
(vt exp ( ; Q(s)as)) 
t l 
«(eof Q(s)ds) J> 6 0/;(vt—o;0)) <0, tAt, t>Th. (6) 
令 i 
z(t) = v(t)exp ( I jas)， 
则 (6) 式 为 


z'(t)+ ( exp ( ri Q(s)ds)) 


l i-e; 
Daon- f 
WES TIN, z(t- ot) > 0, t (H4) & (0) NAH 
z(t) <0, ttk BS Ty: (8) 
由 条 件 (Hg) 4n, FET € (Ti, +00), EE tk > Tot, a, e(-1,0). 因此 


v(t) < (1+ax)o(te) < (te), tk 2 Tr. 


(t) 
Q(s)ds) ) z(t 一 e;(0)) <0, tztj, t2Ti (7) 


所 以 
z(t) € (1+ax)z(tk) < 2(te), tk > T». (9) 
由 (8) 和 (9) 知 存在 ZT3 € (Ta, +00) 使 得 
z(t) < z(t—o.(t)), t> Ts. (10) 


4 w(t) = z(t —o.(t)/z(t). Ww(t) > 1, t > 对 (7) 式 两 端 同时 除 以 z(t)， 再 对 t 在 t 一 
c.(t) 到 t 上 积分 ， 并 结合 (9) 式 可 得 


In z(t) — In z(t — o, (t)) + I. T [ (ex (人 Q(u)du) ) LGe) 


(Coo (fo a)-e zn 
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即 
Inw(t) > T n al (exp (人 Q(u)du) ) )xe (s) 
s-oj(s) 
x ((exp ( 一 i Q(u)du) )z(s — 0; (s))) /2(s)| as 
再 根据 假设 条 件 知 
t 7 l 
Inw(t) > K a (e Cf. Q(u)du) ) 2.64 ) 
«(en (- [^ amau)) elo o4(0)] 200 
> kf, [exp (f Q(u)du)G: (s) + 
+ exp TN Q(u)du) Gi(s)] z(s — o4(s))/2(s)ds 
> xc f " ve (s)w(s)ds, t> Ts. (11) 
t—o.(t) 
从 假设 条 件 (5) 式 知 一 定 存在 一 常数 N A Ta € (T3, +00), 184 4 t > Ty 时 
[ T Xe j(s)ds > N > XE 
因此 ， 对 t+ > Ty, FE` t. Bt — ou (t) «tet, FAA 
-l 
| Doe > T ri P > G;(s)ds > ds». (12) 


Xf (7) Hap HA Bet, Ato (t) 到 t 积 分 ， 类 似 01) 式 的 估计 ， 并 利用 oa;(t) < 1 和 (9) 式 ， 


可 得 


IV 


t* d 
z(t) — z(t*) «c | De Gils)2(s — 0;(s))ds 


IV 


ul 
ke [ 2 Gi(s)z(t* - oi(t"))ds 


IV 


dt 
KCz(t* — o.(t*)) f $ G;(s)ds 
t ja 


NKC 


IV 





z(t —o.(t*)), t2 T4 


(13) 
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z(t* — o,(t")) — z(t) > kof Y 6;6) )z(s — a5(s))ds 


*(t*) 7 一 1 


IV 


ref eit (t — 0;(t))ds 








> KCz(t — o.(t)) dee n Qeon 
> NAC A(t o.t), t> Ta. (14) 
AA (13) IRAN (14) 式 知 
lt) > SEC (e o qn) > PEO se 0), aom, 
即 
4 2 





(NKCB ^^ a0 

所 以 w(t) 是 有 界 的 ， 令 liminf w(t) = 1. 则 ,> 1， 且 4 是 有 限 的 . 再 对 (11) 式 两 边 同时 取 
极限 ， 有 

Int > .kc( (imine f Sa, (s) ds). (15) 


i—-oo c. (t) j= 1 


利用 max(In z — az) 二 一 lna 一 1， 那 么 上 式 就 变 为 


max ax [ms KC mint f S 6 ds| 


t-c.(t) j= 1 


t l 
三 -In(KCimint / $56,845) -1> 0, 
FEROS t-o, (t) 523 
因此 ，(15) 式 意味 着 
in (Korine [ X Xe (s)ds) < < -1, 
即 
mnt f x m2 G;(s)ds < m 
这 与 (5) 式 矛盾 ， 因 此 ，(4) 式 无 最 终 正解 . 


引 理 2 假设 (Hi)-(H6) 成 立 ，w(t,z) 是 问题 (1), (2) 或 问题 (1), (3) 在 G 内 的 解 ， 且 存在 一 
个 充分 大 的 全 > 0， 使 得 w(t,7x) > 0, t > T, EQ. HR 


1 
)= 而 I u(t, 2)de, 
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其 中 |Q| = hb dx， 则 t# 充 分 大 时 ，w(t) 满足 脉冲 微分 不 等 式 (4). 
证 明 由 假设 知 ， 存 在 一 个 正 数 如 > T. $88 


u(t,z) »0, u(t—7(t),z)>0, w(t— o;(t),x) > 0, 


(t,£) € [to too) x €, i€ In, Ge he. 
结合 条 件 (Ha) M (Ha), f 
q(t,z)u(t,x) > Q(t)u(t,z), tzt&, j€l, (16) 
9; (t, x) fj (u(t —05(t),2)) > G;(t)f;(ut—o;(0,2)) tft. JEN. 7) 
由 问题 (1) 的 第 一 个 方程 及 (16) 式 和 (17) 式 ， 有 


oun) — a(t )h(u (t,x) )Autt, x) J-F ahl (t — ri(t),: z))Au(t — 7;(t), x x) 


l 
+ Q(tu(t,z) + 5° G;(t)f;(u(t—o;(),2)) <0 txt (tx) € [to oc) x €. (18) 
j=l 
Xt (17) RAF 2 FERRO ERU 8 


E T u(t, x)dx — a(t) n h(u(t, x)) Ault, x)dx 


= 2 a;(t ) | ml u(t — Ti(t), z)) ^u(t — Ti(t), x) da + Q(t) A u(t, z)dz 


«Yet [5e (t—c5(t),z))dr <0, t>to, tZzt (19) 
j=l 


由 Green 公式 ， 边 界 条 件 及 假设 有 
f it )outt is = [ h(u(t, x)) 
Q an 


PD as — [ nut z))|Vu(t e) dr 


= -f h' (u(t, a))|Vu(t, x) | dx « 0, 
m 
f u(t — 7;(t),z))Au(t (t, z)dr <0, t> to, i€ Im. 
再 由 (H3) 及 Jensen's 不 等 式 有 


[flute omae > s (g [ule 01102) Jae 


> 


1 
v(t) = jai nc z)dz 
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其 中 |Q| = fide, Molt) > 0， 且 由 以 上 各 式 可 得 


i 
v'(t) + Q(t)v(t) + M G;(0f;(v(t-o;()) <0, t> to, tA te. (20) 


j=l 


当 t = tk 时 ， 由 问题 (1) 的 第 二 个 方程 ， 可 以 得 到 

uc gy [ao = oe) gs [utes zd 
(1d ok)v(tk), te 2to, k€ Loo. (21) 
FAH, (20) 式 和 (21) 式 说 明 w(t) > 0 是 脉冲 微分 不 等 式 (4) 的 解 . 


3 ”定理 的 证 明 


定理 1 在 引 理 1 的 条 件 下 ， 问 题 (1), (2) 或 问题 (1), (3) 的 每 一 个 解 w(t,x) 在 G 内 振动 . 

证 明 Rik u(t, c) 是 问题 (1), (2) 或 问题 (1), (3) 的 一 个 非 振动 解 . 那么 根据 定义 2 知 ， 一 定 
FET > 0， 使 得 当 t > 了 时 ， 有 w(t,x) 40. 不 妨 设 u(t,x) > 0. 由 前 面 的 定义 及 假设 条 件 
A EFE To RRt t, A 


u(t,x) 20, u(t—T(t), x) 20, u(t—o;(t),x) > 0, 
(t,x) € fto) x0, t€In, gel. 
类 似 引 理 2 的 证 明 过 程 ， 令 j 
v(t) — Hh z)dz, 


HH 5138 2 Af u(t) > 0 是 脉冲 微分 不 等 式 (4) 的 一 最 终 正解 ， 与 引 理 1 矛盾 . 
其 次 , 车 
Oe 60; ^n J siai 
QR 


MÆ, MInt) > 0 是 脉冲 微分 不 等 式 (4) RRE, 5531F. 

定理 2 假设 (Hi1)-(H4) 成 立 ， 并 且 存 在 序列 {nk} C Io fan, < —1, k € I. WA 
题 (1), (2) 或 问题 (1), (3) 的 每 一 个 解 v(t z) 在 G 内 是 振动 的 . 

证 明 Han, < 一 1, keT， 则 由 (1) 的 第 二 式 可 以 得 到 


utt £) = (1+ an, Julin z), k€le, (tr)e R4 x, 
Multi c) ultar) 总 是 异 号 ， 因 此 ， 问 题 (1), (2) 或 问题 (1), (3) WEAR u(t, 2) EG 
内 是 振动 的 ， 定理 2 成 立 . 
4 ”应 用 举例 
考虑 下 面 脉冲 时 滞 抛 物 型 微分 方程 
ARE = a(t)u?(t, z)su(t, x) + ax (t)u?(t — F,2)Au(t — 2, c) 
u(t,z) - fi(u(t— 7,2), tz 5. 


u(t, £) — u(tx, £) = —5u(te, x), pete k€ls, (Gx)eR,.x£& 
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其 中 
4, t — 0, 
a(t) — 
4 十 E PIE 上 天 ET, k € Io, 
2, t=0, 
ait) = 1 k 
24 1—cos? 9t tE, k € Ino, 
Q=(0,7), i-1, j=l, h(u) =v’, hy(u) = u?(t- 7,2), 
q(t,x)-1, gi(t,z)=1, fil — u(t — m, 7)) = -fi (u(t — n, z)), 
fi(u(t — m, 2)) 1 
K > 二 一 一 . 
| u(t — 71, x) : EE 2 
PIE Ou(t,0) | Ou(t,n) k 
u ULE, T 7t 
= —“=0, t> t#— Ls 
Ón Ón » $20, 7 3" gS 
容易 看 出 , 
uh'(u) = 2u? >0, uhi (u) = 2u? > 0, lim inf ds = 7t, 
790 Stn 


由 定理 1 知 ， 其 所 有 解 在 G = Ry x (0,7) 内 振动 . 
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Oscillation Properties of Solutions for a Class of Nonlinear Impulsive 
Parabolic Equations with Several Delays 


FENG Ju!, LI Shu-yong? 


(1- College of Fine Arts, China West Normal University, Nanchong 637009; 
2- College of Mathematics and Software Science, Sichuan Normal University, Chengdu 610068) 


Abstract: Oscillation of solutions to a class of nonlinear impulsive parabolic differential equations 
with several delays is discussed under the homogeneous Dirichlet and Neumann boundary conditions. 
Some sufficient conditions of the impulsive differential inequalities which don't have eventually positive 
solutions (or eventually negative solutions) are obtained by employing the analysis technique. Then, 
the oscillation problems are transformed into the impulsive differential inequalities which don't have 
eventually positive solutions (or eventually negative solutions) by using the average method. Some suf- 
ficient conditions for oscillation are obtained under the homogeneous Dirichlet and Neumann boundary 
conditions. 

Keywords: nonlinear; delay; impulsive; parabolic equations; oscillation 
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